
�

��������������������
	
��
����
��	
��
����
��
�
���������
��������

���������	
���������	

���
��������
������	����������	
���
��������
������	����������	


�
������������������
������	�
������������������
������	
 	����
�������!����	������
�����"���	�� 	����
�������!����	������
�����"���	�� �������������	
��
����
���
��������

�#����

�������������	
��
����
���
��������

$����%��


& '()���������������*��+�	�������
���
������

���	�
,��������

& -�
��
��
+��������
�������������
. ���*��
��	����-,
. �/�*���+���+��-,
. ���*�	�0����
���+����	�
������+����	��

�1����+�	��,

�������������	
��
����
���
��������

��	��
�	��%��
2
3���1��
���	��/�*4�#
+��	������

�	����������
�����������	
 ���
�
��	���������������+��/��
�	���
��	��/+���������
���+�������������5,������
���	���+����������

�������6 �� �������7	��
������
������	�������	���
�*�	���/����8 �

����������
7	���9��/�����+��+�
��+
�:,

����	���
��������������	
�����������
�1��
���	����� ������
��

�����
���������
;�������	
�������+����������#
+��	��0�����
�
������ ���	����	���-
�*�
�	��
���	�
���6 �� ��������+�������	���
��	�
,<�����	�+�����	��#
+�	�� ��	�����������
�-��
���=�����	�
�/������	����	
�������
������ �� <���	����7����6 �� �������
�����	���
��	�
��-
���++��	�������������++���	���
� �	��������	
����

�������������	
��
����
���
��������

>���%��


& ?	+���6�@��*AB�@��	�C/,��	���C�@��*AB�@��	�
C�,��������������/+����������+�
�������
��	��	��	����������	�
�����

& >��<����
�+������
+�#����
��/+��<�������++�
	��������������������������	�
����
:

���
�������
������������1��
���	
<�
����	��
��
������++�������	��
������D��)����������

E�������	�������	������+��/�������������:

�������������	
��
����
���
��������

$����>���%��


& =���������	��

����	���������
����������

������	��#�����/��
�/�����	����
������
�	
���
�������
��1��
���	


& $����	��
��F���++�
�������
������	�
��������
����
�������	�#��

& >���	��
��"�	���F������
����������	�
<��	��
����������
������������
�����	���<�F��#
����
������+���<���	��	��	�<����������	
���
�



�

�������������	
��
����
���
��������

C/

NOTSUBTM B�G<A, B> | A �	�� B ������
���
���	
�
����-
��	���������
�
����
���	���������
�
����
����/�� A ������
�	�������
����/�� B H

�������������	
��
����
���
��������

C�

LBusyBee= {<M, w, k> | M ��
���/�
����-<� k �
�����
	��/�������������	��3"-�
����
� M �	���
�
/��������+��	���	� w H

�������������	
��
����
���
��������

���
���/�+�����	�����
+�#���

� ������������	
��
����
���
��������

�+�

�
��0��

I���+���9�	�����


� � 	 �� #�03� � � �9� 	 � � � � � 


! �� +� � � 
 �E� � 
 �	 � �

9� � � � �3� � �I 9


! �
� +

� �
� 


�E
� �


 �
	 �

�
9�

�
�

�
3�

� ��
39




��
���/���/���3;<�%3;<�
I���#
<�I��$���

� � 
 � � �/ � � �/ � �� 3$<�

! " #" $

� 	 � 	
� 	� 	� 	

� 	

w

� � � � � � �	 �
 ��� �
� 39


99*7,�9� 	 � � � � � 


� � 
 � � �/ � � �/ � �99*7,�

$� � � � � �

F	 � � #� � �$� � � � � � 


��������������	
��
����
���
��������

�+�

�
���0��

"�����%���%�� ���� ���&�
�����
�
�����
�����&�
�

'
������%��

��������������	
��
����
���
��������

������0 �	�

"�����%��

'
������%��

������	
� ��("�����%����
�
������

�%�����
�
��
)�
������
�������*



�

��������������	
��
����
���
��������

���
���/�+�������������������
+�#���

"�����%��

'
������%��

+��  ��, ��� �
�'����J�+/���K
�E��/+��

�'�(������	�K
� ��
����������
����
�'6L������
7�K
� ��	�����������������

*-�
�+�,�4����5 ���+�

	
������%��

-�����%��

��� ��, ��� .
�'(�
��J�����	�
 �	���

"����	
�����
+�#�����+�


�'L������7�9���	<�M��
�� ���� 2
�'L(��M	���K
� O, � , �

!����?
�	��	��;+���

��������������	
��
����
���
��������

���
+�#�����+�

�

& �
�����%����� �+�

�
��
��
����
��/+��
�

*+�	�����
,��������	�/��
�+����
*�������������	�N��,�/��������	������	��

& �
�������� �+�

�
��
��
����
��/+��
�
*+�	�����
,��������	�/��
�+����*�������,�/����
����	������	��*�
��++�����-,������	���+�������
����	�������������

���
J�����	�����
+�#�����+�

�
����������2

F	��	���+����	�:��49�	�����
��������	�/����������/� �
����
�-��
�	��+�

����	��L�
��

5 �
������
+�#�����+�



��������������	
��
����
���
��������

F	����
��	�����
+�#�����+�

�


���
���1��7��
��	�����������7�����
+�#���OP��

C(L�4�	����
��	�5
���
+�#����
�+�

�
�*�	��
���	��	�,:

��������������	
��
����
���
��������

����4E����	��P��5

4 	������	
�������	:�?	���
��	�
���<�����E����	��P�����++�
�	�����������
+�#��������������
	�������
��	��������������
��������	���	�����
+�#�/��
�
�
+��7�	���	��������	�N���5

�
���

Q����++��	+��������������	���	����������4E����	��P� �5���>��<�
���	����������������4��������	���	�����
+�#�/��
�
�+ ��7�	�5:

��������������	
��
����
���
��������

����-�
����������	��>��
��
"�/R������� +�������-�
����

"�����%��

-�����%��%E

?
���	��������������
��/+��
��	�
�+�

�%E����������	���������/+�

?
���	����;++�
��/+��
��	�
�+�

�%E�����������/+�

"�����%��

-�����%��

%E

��������������	
��
����
���
��������

E�B�%E�2

& Q��	���������
+��������+�

�
�/������
�#
+��	�	�����
�*/�����++�
��	,

& ���
��
��	��
�	�1��
���	��	���	��7	��
�����
�	
���
. F��������	��	
������<�������++�������������<�

�����	�<��	���	�;S��	��
���:
. >��<�����
���+������
�����	
������	���������	�

�	
�������+��+��7�+�7�<��	�������������+�����	



C

��������������	
��
����
���
��������

/������
)�0�
1�&/������
)�0�
1�&
� ������������	
��
����
���
��������

?�����%������	

O( f )��W( f )<�o( f )<�QQQQ( f )

2��
�
�� ���������
��/�/+��
��	�
����������
��	������	
�
/�������	��
�����	����
��(���Q��������+���	����/��� ������
��������
�
��/�/+��*
�������,��
���+�/����	�������� ��*%��������
����+���	���������	��
�6�<����	�����+���	���������� �����+��,

��������������	
��
����
���
��������

?�����%������	
• O( f )��W( f )<�o( f )<�Q( f )
& ���
��	������	
�����	�� �����
)�)�
���

�

. $�	���++�����	����	
������
�
�������	���������
���+

& Q�������	����
�����	��������� ��3� �������

������ ��+���
�������� ��3� ������� �
����

��������������	
��
����
���
��������

>��� O

& F	������	������
��� O(f) �
�����
��������	����	
�
����� 
��� 

�)�������&�
 f
. -���������+�����	����	�����	��
��	

& ;
��
�����������������
. ;
��	
������ f �

������
��	��	���<�������
�����
�

��+������ f �	����
�
. J�	��<��	+��������
��
�0�����	��������	� f ������
�

O(12n2 + n) Ì O(n3)
O(n) º O(63n + log n – 423)

��������������	
��
����
���
��������

�#��
+�


O(n3)

O(n2)

f(n) = n2.5

f(n) = 12n2 + n

f(n) = n3.1 – n2

3� 
 � � � �$� � � �	 �

��������������	
��
����
���
��������

3����+�����	����	

f Î O (g) ���	
�
���������� �������� ��	
��	�
� c �	�� n0

���������

f(n) ££££ cg(n)

�����++����+��
� n ³ n0��



6

��������������	
��
����
���
��������

�� �#��
+�


x Î O (x2)� ����� c = 1��n0=2 ��	
����
��

10x Î O (x)� ����� c = 11��n0=2 ��	
����
��

x2 Î O (x)� ����
�������	������ c �
�� n0
������
�� cx2 > x ��	������
����� x

f (n) Î O (g (n)) ��������	�
���
��
���
�
������������� c ���� n0 ���	��	���
f(n) ££££ cg(n) ��
������������ n ³³³³ n0��

��������������	
��
����
���
��������

9�����>��	��� W*?����,

f(n) �
�W(g (n)) ���	
�

����������
�
��������	
��	�
� c �	�� n0

���������

f (n) ³³³³ cg(n)

�����++�n ³ n0��

�����	�
����	��� � � ��������� £

��������������	
��
����
���
��������

O(n3)

O(n2)

f(n) = n2.5

f(n) = 12n2 + n

f(n) = n3.1 – n2

�	�
��
�
W(n2)�

W(n2)

3� 
 � � � �$� � � �	 �

��������������	
��
����
���
��������

W(n3)

W(n2)

f(n) = n2.5

f(n) = 12n2 + n

f(n) = n3.1 – n2

O(n2)

4�
 1 � � $� � � �	 �

F	
���0?��

��������������	
��
����
���
��������

I���

& >��0� ������
��� O(f) �
�����
��������	����	
������


��� 

�)�������&�
 f
. �������#�
��
�
�������	�����
� c<�n0 > 0 
�������� f(n) 

££££ cg(n) �����++�n ³ n0�

& ?�����* W,������
��� � (f) �
�����
��������	����	
�
����� 
��� 

���
1����&�
 f

. �������#�
��
�
�������	�����
� c<�n0 > 0 
���� f(n) ³³³³
cg(n) �����++�n ³ n0�

� ������������	
��
����
���
��������

O(n3)

O(n2)

f(n) = n2.5

f(n) = 12n2 + n

f(n) = n3.1 – n2

W(n2)

3� 
 � � � �$� � � �	 �

�	���������
�	������������



(

��������������	
��
����
���
��������

������*4?�������5,
& F	������	������
��� Q(f ) �
�����
��������	����	
������


��� ���)������ f

& ����	����	�� f (n) Î Q (g (n)) ����	���	+�����/�����
��� f (n) Î O (g (n))
�	����� f (n) Î W(g (n))
. %�����������	�����������
��7�����
���� c �	�� n0 ��+��
�

�������	���

& Q��	����
��<�4 f �
������� g5 ��������	


f (n) Î Q (g (n))

��������������	
��
����
���
��������

O(n3)

O(n2)

f(n) = n2.5

f(n) = 12n2 + n

f(n) = n3.1 – n2

W(n2)

3�
����$����	�

������>��	��������* Q,

Q(n2)

��������������	
��
����
���
��������

"������

& >��0� ���������#�
�� c<�n0 A���
�������� f(n) ££££
cg(n) �����++�n ³ n0�

& ?�����* W,���������#�
�� c<�n0 A���
���� f(n) ³³³³
cg(n) �����++�n ³ n0�

& ������* Q,��/����?��	�� W��������

Q��	�����������	�������������
��>��0 � �	��
�����
��(�
����	�+�N��������		�	�����������+�������
<������
�� �+��
���������/��	��
�	�2

��������������	
��
����
���
��������

;+��������;	�+�
�


& F	�>��0� 	������	<�������
�������		�	����������
�+�������� � 2

O(nnnn
)

���
��
�
���+���������<����+��
�������++�
�+�������
�����
����	��
�����
��(�

"���+���
7��F	�������	������	<�������
�������		�	�� ��������
�+�������� � 2

$���	��	��+�������<�
���+���+���
�/���/+�������	���� ������/��	��

��������������	
��
����
���
��������

���
+�#�������E��/+��


"�<�����������	���� O �	�� � 2
Q��������/�����������
+�#������� ��
	
����
	��� ���
���&�� ���������
+�#���������
��/+���
�
��������
+�#�����������/�
��
�

�/+��
�+�������������
�+��
�����
��/+���

I���
����#����	
���
������������
/���		�	������+�

����
����


