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Most	
  alluring	
  would	
  be	
  the	
  attempt	
  at	
  a	
  look	
  into	
  the	
  
future	
  and	
  a	
  listing	
  of	
  the	
  problems	
  on	
  which	
  
mathematicians	
  should	
  try	
  themselves	
  during	
  the	
  coming	
  
century.	
  	
  With	
  such	
  a	
  subject	
  you	
  could	
  have	
  people	
  
talking	
  about	
  your	
  lecture	
  decades	
  later.	
  

	
  Hermann	
  Minkowski’s	
  advice	
  to	
  David	
  Hilbert	
  
on	
  his	
  talk	
  to	
  the	
  1900	
  Second	
  International	
  

Congress	
  of	
  Mathematicians	
  
	
  
	
  
	
  	
  
	
  
	
  

	
   	
  

	
  

	
   	
  
Alan	
  Turing	
  (1912-­‐1954)	
  

Great	
  ideas	
  introduced	
  in	
  this	
  paper:	
  
	
  

1. You	
  can	
  formally	
  model	
  
computation.	
  

2. Simple	
  computing	
  model	
  that	
  is	
  
still	
  most	
  widely	
  used	
  today.	
  

3. Argument	
  that	
  this	
  model	
  
captures	
  everything	
  a	
  computer	
  
can	
  do.	
  

4. (Arguably)	
  Subroutines	
  
5. Machine	
  descriptions	
  as	
  first-­‐

class	
  objects.	
  
6. Universal	
  machine.	
  
7. Notion	
  of	
  computability	
  
8. “Halting	
  problem”	
  
9. Altenate	
  proof	
  that	
  

Entscheidungsproblem	
  is	
  
unsolvable:	
  no	
  general	
  decision	
  
algorithm	
  

10. Proof	
  of	
  equivalence	
  of	
  TM	
  
model	
  and	
  Church’s	
  Lambda	
  
calculus	
  model.	
  	
  



	
  

	
  	
  (aleph	
  null)	
  –	
  cardinality	
  of	
  ennumerable	
  sets	
  	
  
	
  
What	
  is	
  the	
  cardinality	
  of	
  the	
  real	
  numbers?	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Hilberts	
  #1	
  Problem:	
  Cantor’s	
  Continuum	
  Hypothesis:	
  there	
  is	
  no	
  transfinite	
  number	
  
between	
  aleph	
  null	
  and	
  2aleph	
  null	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
“I	
  give	
  some	
  arguments	
  with	
  the	
  intention	
  of	
  showing	
  that	
  the	
  computable	
  numbers	
  
include	
  all	
  numbers	
  which	
  could	
  naturally	
  be	
  regarded	
  as	
  computable.”	
  
	
  
	
   	
  

	
   	
  
	
  



a-­‐machine	
  
	
  
“m-­‐configurations”	
  ~	
  state	
  of	
  FSM	
  
“tape”	
  divided	
  into	
  “squares”,	
  each	
  can	
  hold	
  one	
  “symbol”	
  
S(r)	
  -­‐	
  symbol	
  on	
  tape	
  square	
  r	
  
	
  
Step:	
  	
   erase	
  symbol	
  on	
  tape	
  at	
  tape	
  head	
  position	
  and	
  write	
  a	
  new	
  symbol	
  

change	
  m-­‐configuration	
  
move	
  tape	
  head	
  one	
  square	
  left	
  or	
  right	
  

	
  
“It	
  is	
  my	
  contention	
  that	
  these	
  operations	
  includes	
  all	
  those	
  which	
  are	
  used	
  in	
  the	
  
computation	
  of	
  a	
  number.”	
  
	
  
“computing	
  machine”	
  –	
  output	
  figures	
  are	
  sequence	
  of	
  0	
  and	
  1,	
  representing	
  number	
  
in	
  binary,	
  number	
  interpreted	
  as	
  binary	
  fraction,	
   𝑆′ 𝑛 2!!!

!!! 	
  where	
  𝑆′(𝑛)	
  is	
  the	
  
figure	
  on	
  the	
  nth	
  figure	
  square.	
  
	
  
Termination	
  is	
  Bad!	
  
circular	
  -­‐	
  machine	
  that	
  stops	
  printing	
  output	
  figures:	
  it	
  terminates	
  or	
  keeps	
  running	
  

forever	
  without	
  printing	
  any	
  more	
  figures	
  
circle-­‐free	
  –	
  “good	
  machine”	
  -­‐	
  it	
  keeps	
  printing	
  output	
  figures	
  forever	
  
	
  
computable	
  number:	
  number	
  whose	
  non-­‐integral	
  part	
  can	
  be	
  produced	
  by	
  a	
  
“circle-­‐free”	
  machine	
  
	
  
Which	
  of	
  these	
  are	
  computable	
  numbers?	
  
	
   6501	
  
	
   0.25	
  
	
   1

3	
  
	
   𝜋	
  
	
   ...	
  
	
  
	
  
3.	
  Examples	
  of	
  computing	
  machines.	
  

How	
  would	
  you	
  prove	
  this	
  machine	
  is	
  circle-­‐free?	
  
	
  



Are	
  all	
  rational	
  numbers	
  computable?	
  
	
  
	
  
Turing’s	
  convention:	
  alternate	
  between	
  figure	
  (F-­‐squares)	
  output	
  sequence	
  in	
  
binary,	
  write-­‐only)	
  and	
  alternate	
  (E-­‐squares)	
  squares	
  (erasable,	
  any	
  symbols)	
  
	
  
Prove	
  this	
  convention	
  doesn’t	
  reduce	
  the	
  power	
  of	
  the	
  machine:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
II.	
  “slightly	
  more	
  difficult	
  example”	
  -­‐	
  0010110111011110111110....	
  
	
  
	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
   	
  

	
  



4.	
  Abbreviated	
  Tables	
  
	
  
“skeleton	
  tables”	
  

	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Find	
  the	
  bug!	
  
	
  
	
  
How	
  is	
  this	
  different	
  from	
  a	
  function?	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
  
	
  
Why	
  isn’t	
  this	
  a	
  “recursive”	
  call?	
  
	
  
	
  
	
   	
  

	
  



Defining	
  lots	
  of	
  functions	
  useful	
  for	
  building	
  universal	
  machine:	
  
	
  
pe(C,	
  b)	
  –	
  print	
  a	
  b	
  at	
  the	
  end	
  of	
  the	
  tape	
  (first	
  blank	
  F-­‐square)	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
c(C,	
  B,	
  a)	
  –	
   	
  

	
  

	
  



	
  
5.	
  Enumeration	
  of	
  computable	
  sequences.	
  
	
  

	
  
	
  
Each	
  table	
  rule:	
  	
  𝑞!𝑆!𝑆![𝐿,𝑅,𝑁]𝑞!	
  
Convert	
  to	
  string	
  of	
  [ACDLRN]*:	
  𝑞! = "𝐷𝐴!"	
  	
  	
  	
  𝑆! = "𝐷𝐶!"	
  
Convert	
  to	
  number:	
  	
  123456	
  	
  	
  	
  7	
  –	
  separator	
  
	
  

ℳ 𝑛 =   the  machine  described  by  number  𝑛	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Obvious/shocking	
  result!	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

	
  
	
   	
  

	
  



6.	
  The	
  universal	
  computing	
  machine.	
  

	
  
	
  

	
  
	
   	
  


